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1. On considére la matrice
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ol « est un réel.

(a) Calculer, en fonction de «, les valeurs propres de A
(b) Pour quelles valeurs de « la matrice A est-elle définie positive?
(¢) On pose a = % pour le reste du probléme:

1. Donner la factorisation de Cholesky de cette matrice
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2. Utiliser cette factorisation pour résoudre le systétme AX =bou X =| y |etb=| -2

z 3

2. Soient A € M, (C) et b € C™. Soient x et x + dx les solutions des systéme Az = b et (A+5A)(x+dz) =
(b+ 0b) ou (A+ JA) et (b+ 0b) sont deux legéres perturbations sur la matrice A et le vecteur b. On

suppose que ||04]] < ———
1A=

(a) Montrer que la matrice (I + A715A) est inversible et que
I+ A 5A < — L
—1-||A"10A|
(b) Montrer que
bo=(I+A15A) AT (6b— (0A)x)
(¢) Montrer que
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ou Cond(A) est le conditionnement de A

(d) Montrer que la majoration d’erreur ci-dessus est optimale.

(e) Application: On considére le systéme

10z +7y = 32
(%) { 7T+ by = 23




1. Donner par la méthode de Gauss la solution de ()
2. On va perturber (S) et considérer le systéme:

/ 10z+7y = 321
(5) {7x+5y = 229

D’aprés ce qui précéde, donner une estimation de l’erreur relative quant a la solution de (S/)

3. On rappelle les propriétés suivantes:

1-Si A est une matrice hérmitienne définie positive alors: Si w €]0,2[ alors la méthode de relaxation
converge

2-Si A est une matrice tridiagonale telle que toutes les valeurs propres de la matrice de Jacobi sont
réelles alors: Les méthodes de Jacobi et de relaxation ont la méme nature pour w €]0,2[. De plus,
lorsqu’elles convergent, la fonction

w €0,2[— p(w)

est optimale pour wg = et dans ce cas p(Ly,) = |wg — 1

2
14+ /1= p2(J)
A-Soit A une matrice tridiagonle hérmitienne définie positive. Montrer que les méthodes de Jacobi,
Gauss-Seidel et de relaxation (w €]0, 2[) sont convergentes, notamment, il existe un et un seul parametre
de relaxation optimale
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Wy = ————
ST /120
tel que:
-si p(J) > 0 alos p(Luy) = | inf p(Le) = wo =1 < p(Ln) = p*(J) < p(J)

-si p(J) =0 alors wo =1 et p(Ly,) = p(L1) = p(J) =0

B-Application: On considére le systéme AX = b avec:

1 1 0 z 0
A=1 2 =2 |, xX=| 2o |, b= =5
0 -2 5 T3 12

(a) Ecrire la matrice de Jacobie J, calculer son rayon spectral et déduire que la méthode de Jacobie
est convergente

(b) En déduire que la méthode de relaxation converge aussi, pour w €]0, 2[ et donner la valeur optimale
wo de relaxation

(c) En partant de z(9) = (3.386, —2.39, 1.39) et en utilisant la méthode de relaxation correspondant
& wo,donner en deux itérations une solution approchée du systéeme AX = b

4. En utilisant la méthode de Jacobi, calculer les valeurs propres de la matrice

9 1 -2
A= 1 8§ =3
-2 =3 7

avec une erreur absolue de 1073




Annexe:
1-Algorithme de Cholesky

Calcul de C triangulaire supérieure telle que A = C*C':
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2-Algorithme de Jacobi: Calcul des v.p:
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